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Oggetto della presente memoria è la rappresentazione geometrica di 
alcuni tra gl’invarianti, i covarianti ed i contravarianli delle forme ter- 
narie di grado qualunque. 

4 . Preliminari. Siano x, y, z ed X, Y, Z due sistemi di variabili; at- 
tribuendo ai rapporti x\y:s ed A':F:Z tutt’i valori possibili, il loro in- 
sieme costituirà un stilema ternario (S,s). Rappresentazione del sistema 
ternario è il concetto del continuo nel quale si pongono le determinazioni 
.t:ij:x, ed X.Y:Z; ad ogni gruppo di queste determinazioni corrisponde 
nel continuo un elemento , che indicheremo generalmente con a> ed A; 
x, y , s sono le coordinate di « , ed X, Y, Z quelle di £1. 

Ponendo tra x, y , z ed X, Y, Z la relazione lineare 

(i) Xx + Yy-t-Zz= 0, 

per un sistema di valori attribuiti ad x:y: s, o sia per un elemento tu, 
tutti gli elementi £1 che con le loro coordinato verificano l’equazione (1) 
si diranno appartenere ad a>; e similmente per un sistema di valori at- 
tribuiti ad X:Y-.Z, o sia per un elemento £1, tutti gli elementi ® che 
con le loro coordinale verificano l’equazione (1) si diranno appartenere 
ad £1. Adunque ogni equazione di 1° grado omogenea tra le variabili 
(A, Y, Z), o pure tra le variabili (x,y, z), determina un elemento x o 

f 


Digitized by Google 



2 

pure fi, ed i rapporti tra le sue coordinate sono quelli tra i coefficienti 
delle variabili nella proposta equazione. Due elementi fi ed XI, appar- 
tenenti ad ai determinano questo elemento, e tra le sue coordinate si 
avranno le relazioni 

x __ t_ 

y ,z—z\y ì ~z l x i —x i z~x t T l —r i x i 1 

similmente due elementi x i ed ®, appartenenti ad £1 determinano questo 
elemento, e tra le sue coordinate si avranno le relazioni 

X Y Z 

if,J, — s,S ( l'X—xz x i y i —y i x l ' 

Elementi fondamentali del sistema (S,s) sono i tre clementi a>, ed i tre 
elementi £1, determinati rispettivamente dalle equazioni 

X=0, Y=0, Z-0 ; * = 0 , y=0 , i=0 , 

per le coordinate dei quali si hanno quindi le relazioni 

y=*=0 , r — x ■— 0 , z=j = 0 ; Y—Z~ 0 , Z—X— 0 > .V— I— 0 . 

Duo degli elementi fondamentali ® o fi appartengono ad un elemento 
fondamentale £1 o ®. 

La più semplice rappresentazione geometrica del sistema ternario è 
data dalle forme geometriche fondamentali di 2* specie, cioè dal sistema 
dei piani e delle rette che passano per un punto, e dal sistema dei punti 
e delle rette che giacciono in un piano. Indicando con j®,®,®, , £ì,£ì t £ì,) 
una terna fondamentale nel sistema di rette e di piani concorrenti in un 
punto, si prenderanno per le coordinale x, y, s di una retta a>,'o pure 
per le coordinate X, Y, Z di un piano XI del sistema, le espressioni 


senun, 

sen*»a_ 

y — =- 

sen u t n. 

senufi, 

senato, * 

scn^n. 

o pure 



y scnfl« f 

y seno». 

2 senflw, 

seno,»!, ’ 

“ seno.*, ’ 

sena,*. 

in cui ®X1 dinota generalmente l’angolo compreso tra 


Digitized by Google 



— 3 — 

piano £1; saranno allora le coordinate di £1 o puro di ai espresse da 

x r z x _ y » 

senftU' sena», seoaw,' 0 1 11 1 sentii, sea**n a sen«ft. 

Similmente indicando con (O.fl/l, , ai,®,®,) una terna fondamentale nel 
sistema di rette e di punti giacenti in un piano, si prenderanno per le 
coordinate X, Y, Z di una retta £1, o pure per le coordinate x, y ,z di 
un punto ® del sistema, le espressioni 


Y y ^ 

~ ’ n *> ’ ~a.w * — n * 


o pure - 


ìjO, 

w.fl. 


w.O, 


in cui £ìa> dinota generalmente la distanza tra la retta fi ed il punto ®; 
saranno allora le coordinate di « o pure di O espresse da 






o puro 


X 



Forma ternaria pura di grado v è un polinomio omogeneo e di grado y 
rispetto allo variabili x,y , a o X, Y, Z. Prenderemo per una tale forma 
le espressioni 


17=2 


t.2.3... 


-2--V 


if x r , 




estendendo il simbolo 2 a tutte le partizioni («,/3,y) di y, ed indicando 
con K o k, afletto dal simbolo stesso (x,f3,y) della partizione, il coeffi- 
ciente del termine corrispondente di U o di u. 

Adopreremo ordinariamente per indicare le forme ternarie U ed « le 
notazioni 

a=(A»+By + C-.)’= (A,D,Q,(x,y ,z) , 
u =(<iX -hbY +e Z),—(a ,b,e 1 > Z) , 

in tendendo che dopo losviluppo della potenza r m ° del trinomio Ax+-By+Cz, 
o pure del trinomio aX-\-bY-\-cZ, gli esponenti di A,B,C o di a,b,e si 
mutino in indici, e si riguardino A x ,B(,C r , o pure a^,bf,c r come om- 
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Ire clic abbiano un significato di quantità solamente nelle combinazioni 
, a^b^c, corrispondenti alle diverse partizioni (*,j 3 ,yj di v, es- 
sendo allora A,D^C r o pure eguali ai coefficienti K(a,(3,y) di U, 

o pure k[x,p,y) di u, clic corrispondono alle medesime partizioni. 

L'equazione U— 0 , o u= 0 , con i diversi valori dei rapporti x:y:i, 
o pure X-.Y'.Z, che la verificano determina una serie d'infiniti clementi 
ai o 11 del sistema ternario; il sistema S, o s. di gradar degli clementi <u 
o Cì sarà la rappresentazione della forma U o u. Si diranno ancora gli 
elementi ou ed il di S, ed s, gli elementi di U a di ». 

Se le forme V cd u si decompongono in fattori , ciascuno di essi de- 
terminerà un sistema di clementi ai o LI, che 'fa parte di S, o s , ; in tal 
caso S, ed s, si diranno sistemi composti di grado v, in opposizione al caso 
generale in cui qnci sistemi si diranno semplici. 

Se i fattori in cui si decompongono U ed u sono tutti di primo grado, 
la rappresentazione di quelle forme sarà costituita da y sistemi di ele- 
menti ® o il appartenenti ad un gruppo di y elementi flou; indicando 
questi gruppi con (il,, fi,. . .fi,. .. fi,) ed (a),,®,.. . .»,) potrà sup- 

porsi 

U=(X,t+Y,y+Z l s)[X t x+Yjl+Z,z)...{X l x+r i yl-Z l i)..dX.x+-Y,y-i-Z,i) , 
v={x,X+f,Y-{-t t Z)(x,X+y t Y+z,Z)...[x i X+y,Y+t i Z)...(x,X-\-y,Y-i-t,Z) , 

e sarà allora 


( 2 ) 




t.a...«Xl-2.. 

1.2.3 

1.2. ..«XI 2.. 
1.2.3 


;5 < <l ~- , ; y v (n’.Y, . n* Y. . n*Z t ) , 
s^l .2.. v ^ n * i ( . ii s y, . n’ »,) , 


estendendo le somme 2 a tutt’i prodotti dello combinazioni II : ‘,n 6 i n > , 
corrispondenti alle diverse partizioni y) di », di * tra le X, o x„ di 
/S tra le Y ( o y., e di 7 tra le Z, o supponendo però che le combinazioni 
delle X. , F , Z,, 0 pure delle x it y , , s , che si moltiplicano tra loro siano 
complementari, cioè tali che gl’indici delle X, Y,Z, 0 pure delle x,ij,s, 
siano diversi tra loro. 

Se un polinomio è omogeneo e dei gradi v,...»,.. .y rispetto ai di- 
versi sistemi di variabili (*,, y, .. 0 pure 

(X I ,Y t ,Z,)...(X t ,Y j , Z.) . . . { A '^,Y lt , Zp) , si dirà quel polinomio forma 
ternaria mista rispetto alle variabili {x,y,x) 0 ( X,Y,Z ) dei gradi 
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(v, . . . y ( . . .v H ). Per esprimere una tale forma adopreremo le notazioni 
ombrali 

(», ... v, ...»„)= nC[(Ar + Ci),]j= n^[(d, 0, C),(x,ij,i) ],, 

« (v • -V •• [(■*+«'+ czl] t =n",[{a ,b,t ).{X, Y, Z)\ . 

Una forma ternaria può essere ancora mista tanto rispetto alle variabili 
del sistema (ar,y,3), quanto rispetto alle variabili del sistema ( X,Y,Z ); 
se la forma è rispetto ai diversi gruppi di variabili del primo sistema dei 
gradi e rispetto ai diversi gruppi di variabili del secondo 

sistema dei gradi N t ...N,. . .A», adopreremo per rappresen tarla la no- 
tazione 

(f/, u)(n, ÒT, ...AT,... A r J( ) = n7[( / lj:-i-Bj,4-Cifj i -n"[( B X + i l r + c2)x J 1 j - 

= n" [(/I, B,C}.(*,y, z) ],.n*[( B ,4, cUX, Y.Z) ], . 

La rappresentazione della forma mista U(v, ...y, ... v,,) o u(y, ... y, ... v^) 
dà luogo ad una dipendenza S(v t . . .y,. . o s(v,. . . v ( . . .v M ) tra n ele- 
menti . . fl M tale che presi ad arbitrio tutti que- 

sti elementi, ad eccezione di uno solo tra essi per volta, per esempio ai, 
o fi,, questo elemento ®, o fi, apparterrà ad un sistema S, t o di cle- 
menti ai o fi del grado y,. In modo analogo si ha la rappresentazione 
della forma mista ((/, u)(n, A, ... N , . .. A*). 

Indicando con 



»... 


»„ 


A.,. 

A,.. 

A., 

A = 

»... 

»... 


, e X = 

A.,. 

A.., 



»... 

»... 



A... 

* 

A„ 


due determinanti ad elementi reciproci, se in due sistemi ternarii ( S,s ) 
e (S',s') le variabili x, y, z cd x', y', z' sono legate tra loro dalle rela- 
zioni 

( 3 ) </=*.,*' 

le variabili A', Y, Z cd X', 1", Z' (supponendo sempre che esse dipendano 
da x, y, z ed x', y', z’ per mezzo delle condizioni Xx-y-Yy+Zz—Q, 


Digitized by Google 



— G — 


X'x'-{-Y'y'-hZ'z'=0\ saranno legate invece dalle relazioni 

(4) X^A lì X , -t~A lt Y , -V-\,,Z' l l'=A, I i'+A la K'+A ll Z' l Z~A ll X'-^-A at Y'-i~A lx Z , ’ t 

si dirà in tal caso che il sistema (S',*') è la trasformazione lineare del 
sistema (S,s) ; la quantità A o X (la seconda delle quali è il quadrato 
della prima) è il determinante o modulo della trasformazione rispetto ad 
(z,y,z) o ad (X,Y,Z). 

Le coordinate (x, y , s) dei diversi elementi co di 5, le quali sono as- 
soggettate tutte alla stessa trasformazione (3), si dicano variabili cogre- 
dienti, e le coordinate ( X , Y,Z) dei diversi elementi Cì di i , le quali sono 
assoggettate tutte alla stessa trasformazione (4), si dicono invece varia- 
bili contragredienti. 

Se (A,B,C) o (a,4,c) sono ombre che entrano nella composizione della 
forma U ou, indicando con (A',B',C') o (a',b',c') le ombre corrispondenti 
della trasformala U' o si troverà 

Ad— A ll d , 4-A ll B , -hS ifi't AB3A Il d , +A i| B , +A M C' t AC— A (1 d , +A J1 B'+A 1J C , | 

O 

sicché saranno ( A,fì,C ) variabili contragredienti, ed (a,b,c) variabili 
cogredienti. 

Consideriamo un numero qualunque di forme ternarie [(£/,«)„ (U,u). 

[tf.tt)*] di variabili cogredienti e contragredienti, e siano 
[(tP, tt'), , (U\ u'), . . . (fPiU'), . . . le loro trasformate lineari per 

mezzo delie formole (3) e (4); chiamiamo simili due funzioni (’f’,?) e ($',?') 
allorché (d>, 9 ) è formala con le variabili (x,y,z) cd (X,Y,Z] contenute 
nelle forme ( U,u ), e con i coefficienti di queste forme, nello stesso modo 
che (&',$') è formata con le variabili corrispondenti {;r',y',s')ed (X',Y',Z’) 
contenute nelle forme [U',u'), e con i coefficienti delle medesimo forme. 
Se le funzioni simili (<!>,$) e (<l>', 9 ') sono tali che (<!>',$’) si distingue 
dalla trasformala lineare di ($,$) solamente per un fattore, potenza del 
modulo A o X della trasformazione, si dirà {$,$) un concomitante del 
gruppo di forme [(tf,»),, (U,u),. . ,(U,u) .. ,(U,u)^], o semplicemente 
del sistema (S,s). Un concomitante prende particolarmente il nome di 
covariante , contravariante, o invariante, secondo che ò formato con le 
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variabili cogrcdicnti, con le variabili contragredienti, o con i soli coef- 
ficienti delle forme proposte. 

Siano [($,*)., (*,*), •••(*.♦),]. (*’,?’).••• 

(Gi',^'),, . . .(<&',$') ] due gruppi di funzioni simili, relative ai gruppi 
di Torme [({/,«},, ( 17 .»),... {U,») t ... ( 17 , •),,], C( 0 *.«').« {U, «’).■■• 
({/',«')_... (U\ »'),,] ; se quei gruppi di funzioni sono tali che le funzioni 
[(<&', , (4>’,9'). ... («t',9 1 ), ... ($',$')Jsi possano esprimere linear- 

mente per mezzo dello trasformato lineari delle funzioni [( 4 >,$),, {$,?), 
...( 3 >,tp )_...(<!>, 9),], i coefficienti in queste relazioni lineari essendo 
formali con i soli coefficienti A () , X (/ della trasformazione , si dirà 
[($,151),, ($,$),...(<&,$),...($,$),] un plesso concomitante del gruppo 
di formo f( £/,»),, ( 17 ,»),. . .([/,»),. .. (V, #)J, o semplicemente del si- 
stema (S,s). lln plesso concomitante prende il nome di plesso covariante, 
plesso controvariante, 0 plesso invariante nelle stesse circostanze come per 
un semplice concomitante. 

Se un concomitante di un gruppo di forme conserva il carattere inva- 
rianlivo non solo per le trasformazioni lineari operate sulle variabili re- 
gredienti 0 contragredienti contenute in esso, ma anche allorché si so- 
stituiscono alle forme proposte altre forme espresso linearmente per mezzo 
delle prime , il concomitante prende il nome di combinante. 

Essendo («s,® ,® ) ed (fi, fi ,£V} terne di elementi » ed fi del sistema 
(S, s) , l' espressioni 


X , y , z 


x, r. 

z 

» y, » h 

, e P .(an 1 n / )= 

x,, r.. 

z , 

*/• y,> *i 


X,. Y„ 

*s 


si diranno le potenze di quelle terne, e l’espressione 

P.(ua)~xX-hyy+zZ=:p .(au) , 

si dirà la potenza della coppia (®,fl). 

Considerando le potenze di due terne corrispondenti di elementi 00 0 
il dei sistemi ( S,s ) ed ( S',s '), o pure le potenze di due coppie corrispon- 
denti di elementi (®,fl) dei medesimi sistemi, si avrà evidentemente 
AP,(4/e/*')=i > .(<u*, i &j # ) , . (n'o[ n') -,-p. 

(b) 

AP.(s*'n') = P.(mn) , ■)=}). (n«) , *) 

') Si Sa la prima o la seconda di questo due ultime forinole, secondo cìjo si riguardino a,, come 
clementi reciproci di a,, , o x t/ come elementi reciproci di a i; . 
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sicché l’cspressioni P. (®® av), p ,{£ìCì £ì ), P. (®0), p. (£1®) sono con- 
comitanti del sistema. In generale ogni espressione ($,$) omogenea ri- 
spetto alle potenze relative a diverse ternediclemcnti{a! 1 B.,a> / ) 1 (fl,fl l ,0 ( ) l 
e a diverse coppie di elementi del sistema, sarà un concomitante. 

Ciò che si è detto per le potenze formate con le variabili ( x,y,x ) o 
(A ’,Y,Z) vale ancora per quelle formate con le ombre ( a,b,c ) o ( A,D,C ). 

Consideriamo i due gruppi corrispondenti di elementi 


c». i i c, ... (»; , •>!... n' i 


o pure 


ff,...(n,,o,...o,...n,) , J ;...(n;,a;...n;...n;) , 

dei sistemi (S,t) ed ($',»'), e le espressioni corrispondenti 

«'(« ,?.■>) = . n>v) , 

o pure 


* («. 1 5 .»)= 


1 . 2 . 3 ..." 


}r(ri*A..u s r j .n>2,) , 


formate come si è detto precedentemente con le loro coordinate; è fa- 
cile vedere che ciascuna dello quantità /C(«,0,y) o k'[*,P, y), per tutte 
le p ar [i z i on i (* li 3,'y) di v, si esprimerà linearmente per mezzo 

delle quantità K(n,^,y), o £(»,£,?), i coefficienti in questo 

relazioni lineari essendo formati con i coefficienti X, y , o A,, della tras- 
formazione; le (*~ 1 ' < ^ ,+a ) espressioni K(x,p,y), o k(a.,p,y) formano 
quindi un plesso concomitante. In particolare le — — jj— — quantità 
x*t/z r , o X x Y t ‘Z r corrispondenti alle partizioni (»,/3,r) di v formeranno 
anche un plesso concomitante. 

Siano le forme ternarie 

U=(Az-t By+Cz)', , iì=(oA , + J1'4 cZf, , 
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b" := (A'x'+B'y'-t- C'i')' , u' = [a'JC+i'Y'+e'Z')’, ; 

sarà 

o' = A ll o+A. I ò+-A„c , à'=A„<H-A,„à-t-A,.c , c'=A I 1 a+-A Il J-H A„c , 

e quindi , ponendo in generale 1 . 2 . 3 . . . i= (*) , 


= >»olt. per 

(?) ?.?.?, (y) 7 , 7 . 7 . 1 

“* #£y= 2 LwWK) ,,A,,A * ,a ** 0 - r ' ” • per 

(?) ?. . S . t (y) V, 7, y, -| 

(M ’ WWW * 


il simbolo 2 estendendosi a tutte le partizioni (a,/3,y) di v, 
di », (P„P„P,) di p, e ( y„7„y ,) dir- Segue da ciò che il gruppo delle 
quantità A „ BiC r , o puro a x c r ( cioè il gruppo dei eoefii- 
cienti della forma U o u) costituisce un plesso concomitante. Se le forme 
Veda si decompongono inv fattori lineari X/r -t-Yy+Zp, eàxX+yY-t-sZ, 
i plessi delle quantità A x BxC r , ed a ± bj,e r si ridurranno a quelli dello 
quantità k(a,fi,y) e K{x,p,y) poc’ anzi considerate. 

Tutto ciò che diremo sulle forme espresse in variabili cogredienti 
potrà applicarsi alle forme espresse in variabili contragredienti; in ge- 
nerale, pel principio di dualità, le relazioni tra gli elementi ® del sistema 
ternario hanno le loro analoghe tra gli elementi fi del medesimo sistema. 

2. Elementi multipli di una forma; discriminante; forme con- 
giunte; risultanti. Sia U una forma ternaria pura di grado n: essendo 
una coppia qualunque appartenente ad un elemento fi, si pon- 
gano in U — 0 per x, y e a le espressioni 

*= 5 »,-l-« ) . , y = ly i +ty j , S = ; 

* 
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facendo per brevità 


x 1 D,+y l D / +i,D,=(* l . 


x , D .+y, D ,+ z ,D,=*, , 


(in cui D', D , D t dinotano i segni di derivazione rispetto alle variabili 
x, y o z) si avrà l'equazione 


(I) 


(t/,n)=rp.+ì 5— ««, ti i +~-r , «vy i +. .. 


gl’indici « ed; di V dinotando che dopo le derivazioni si pongono le coor- 
dinate di ex. o di », invece di quello di ». 

Le radici dell’equazione (1) determinano rispetto alla coppia 
(®, , »,), quale coppia fondamentale, n elementi », che sono gli elementi 
comuni ad 11 ed fi. Supponiamo che, indipendentemente da a,, si an- 
nulli I’ m"’ termine dell’ equazione ( 1 ), vale a dire che per tutte le 
—" 5 —^ partizioni di m — 1 si abbia D r lfu=0-, osservando 

che pel teorema fondamentale sulle funzioni omogenee, posto 


si ha 


*+?+? = (« — t , 

xD' 'D*D\0+yD'Dl'’D*U+iD‘Dy. ’V={n- l A+\)D‘D > ,D , .V , 


se le derivate di U si annullano per tutte le partizioni di p, si annulle- 
ranno ancora per tulle le partizioni di p — 1 ; segue da ciò che nella sup- 
posizione fatta saranno verifìcate, indipendentemente da ai,, tutte le re- 
lazioni 

( 2 ) O i= 0 , « 0 ,= 0 , o’U^O e~-'U à =0; 

in tal caso ogni elemento fi appartenente ad ® ha generalmente con Um 
clementi comuni coincidenti in »,; si dice allora » elemento multiplo di 
U, d’ordine m. 

Poste le relazioni (2), l’equazione 0"lf=O determina un gruppo g m 
di m elementi fi appartenenti ad » ; ognuno degli elementi di tal gruppo 
ha di comune con U, oltre degli m elementi coincidenti in (come per 
ogni altro elemento fi appartenente ad »,) anche un altro elemento, in- 
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finitamente ricino ad <» ; si dirà g m il gruppo degli m elementi ìì congiunti 
ad U nell'elemento multiplo a;,. 

lln elemento m r '“ di V può presentare varie particolarità, relative alle 
particolarilà del gruppo degli elementi congiunti corrispondenti ; ordi- 
nariamente si classifica l'elemento multiplo secondo la natura della mul- 
tiplicità nel gruppo dei suoi elementi congiunti. Per l'elemento doppio, 
so i due elementi congiunti corrispondenti sono coincidenti , esso si 
dirà elemento doppio a> stazionario (cuspide). 

Una forma U generalmente non lia elementi multipli; perchè ciò possa 
aver luogo i suoi coefficienti dovranno soddisfare almeno all’ equazione 
risultante che si ottiene eliminando le variabili x,y,z fra le tre equa- 
zioni D U=0, DV=. 0, D U—0; questa risultante dicesi il Discriminante 
di U. Ititornererno in appresso sull'argomento degli clementi multipli, 
allorché si tratterà degli et citanti. 

Sia in notazione ombrale 

U= (it ,* +-B, jr+ C,s) . . . ( Ax 4-Dy+Ci)... (Ajt+Bj/+ Cz) 
la forma ternaria di grado n; ponendo 

p , Ax ■ j , 

si formi l'equazione 

(3) [V, n)=(p,5+ j,r.) . . . (p54 qr ) . . . (p.l+y.t) = 0 ; 

se il gruppo determinato da fl in U ha due elementi coincidenti in », 
vale a dire se CI è elemento congiunto di U in a>, si annullerà il discrimi- 
nante della forma binaria (£/,JTl), sicché indicando generalmente con 
(p):(y) una radice — dell'equazione (3), per la teoria delle forme 
binarie si avrà la condizione 

fiW = n[(j>J(?,)-(»J(p,))*=0, 

il simbolo FI di prodotto estendendosi a tutte le ^ combinazioni 
a due a due delle radici (p.) : (yj e (p,) :(?,) di (3). Si osservi intanto che 
essendo R(U ) funzione simmetrica delle radici dell’equazione (3), essa 
si esprimerà razionalmente con i suoi coefficienti, i quali sono formati 


Digitized by Google 



— 12 — 

con le diverse radici (p) : (q) precisamente come sarebbero formali con le 
diverse ombre p:q-, si avrà dunque simbolicamente 

.V , Y , Z * 

( 4 ) fl(0)=n( PjI> — j ( f,)'=n A,. fl,. C, , 

A„ fl, C, 

essendo (X,Y,Z) le coordinale di fi, ed il simbolo 17 estendendosi allo 
— — combinazioni a due a due delle terne di ombre (4,, B,, Ci), 

L'equazione R(U)=0, tra le coordinale (X ,Y,Z,) determina il sistema 
degli elementi il congiunti ad U nei suoi diversi elementi ai; essa è del 
grado n(n — 1) tra le variabili (X, Y,Z ) e tra le terne di ómbre {A,, R., C t ), 
( A ,B.,C,), e quindi del grado 2(n — 1) tra i coefficienti di V. La forma 
R(U) è un contravariante di U, c si dirà la forma congiunta di U. 

So l/è rappresentata da un gruppo di elementi il, ( A,D,C ) perdendo 
il significato di ombre, diventano vere quantità, cioè le coordinate (.X, Y, Z) 
di il, in tal caso la forma congiunta di (/essendo rappresentata eviden- 
temente dagli ~ -- elementi ai comuni agli elementi il di g . combi- 
nati a due a due (ciascun elemento ai preso due volte) si avrà immedia- 
tamente 


1 A ’’ 

r , 

Z ' 

fl(l/)=n X, , 

v 

z. 

1 x„ 

y» 

Zi 

Siano in notazione ombrale 




U r —[A' t x+B, gf-f*C,s) • . . A' x *-B y --C ~) . . • (/!„ x - y + C M s) , 
V=(A\x+B[g 4- Cli) . ..(A** s-R'g-hC’t) . . . (A’.-x+Bl-y+C i) , 

due forme ternarie dei gradi n‘, n* ; ponendo 

A’ x è +B‘ y.-t-C' i,=p' , A' x t +B' y y -t-C' *, = ?' , 
A’* i -t-B'ji j -+-C‘'* i =p '’ , A’x l +B’y / +C" , 
si formino l' equazioni 

((/', n) = (pi 5 +}', s) ... (p (p(- 5 +«'.■*) = 0 , 

(51 

(ir, a) = (plS-HM . . . ( p* 5+?"«) . . ■ (p;-5-H» = 0 ; 
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se i gruppi determinati da £1 in U ed IP hanno un elemento^) dicomune, 
si annullerà la risultante delle forme binarie (<?,£!}, (IP,£Ì) , sicché 
indicando generalmente con (p'}:(7') e (p’): (q’j una radice — *i:£ dello 
equazioni (5), si avrà la condizione 

fl(U'.£l*)=nt( J )')( 9 *)-(?')M]=0, 

il simbolo II di prodotto estendendosi alle ri' n" combinazioni di ciascuna 
radice ( p ') : (q 1 ) con ciascuna radice ( p ") : (q"). Adunque, ragionando come 
nella quistione precedente, si avrà simbolicamente 


( 6 ) 


x , r , z 

R(0',U") = n{p'q’ A', B' , C' 
A", B\ C" | 


essendo (X,Y,Z) le coordinate di ££, ed il simbolo n estendendosi alle 
n'n " combinazioni di ciascuna terna delle ombre (A 1 , B\ C') con ciascuna 
terna dello ombre ( A", B", C). 

L’equazione R(U',IP)— 0 tra le coordinate { X,Y,Z) determina il gruppo 
degli n’n" elementi » comuni ad (IP, IP)-, essa è del grado n'n" tra le va- 
riabili (A', V, Z ) e tra le ombre ( A',B',C' ) , (A'.B’.C") , e quindi del grado 
t»' nei coefficienti di I/' e del grado n' nei coefficienti di U. 

La forma R(IP, IT) è un contravariante , combinante di (£/*, IT), e si 
dirà la risultante del sistema (IP, IP). 

So V ed U" sono rappresentate da gruppi g(- e g\. di elementi £1, le 
ombre (A’,B',C') ed (A ’,B",C) diverranno vere quantità, cioè le coor- 
dinate (X'.F’.Z') ed (A”, Y" ,2P) degli elementi £1 dei gruppi; in tal caso 
si avrà immediatamente 

X , Y , Z 

fl({7',£f) = n X 1 . Y', Z' 

X", Y\ Z » 


Siano IP, IP, V" tre forme ternarie dei gradi n’, n", n”; ponendo per 
una qualunque delle n'n" combinazioni delle terne di ombre ( A',B',C ' ), 
(A", B’ , (?) 

a = B'C — C'B" , b — C'A’—A'C , t=A'B"--B'A" , 


si avrà per la risultante R(IP, U") l’espressione 

B(U', lP)=(a,X+b,Y+c,Z)...(aX+bY+cZ)...(a^-X-hb m '.-Y+c,-.Z) . 
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Da un’altra parte, indicando con le coordinate di uno qualun- 

que degli n'n" clementi » comuni ad ({/', IT), si avrà ancora 

lì (V, V’) = (i,A’+ g,Y - f (iX+yY+sZ) . . . (*„y X+f.v K+s.yX) . 

Ciò posto: se le forme [V, V", IP) hanno un elemento a • di comune, si 
avrà la condizione 


ni,U\V\U-) = n{A’;x+Br,'y+Cl't)...(rx+B?'y-i~C"i)...(Aìx+B;.y+C:.t)=O t 


il simbolo n estendendosi a tutte le n'n’ terne delle coordinate (.r,i/,s) 
degli clementi a; quindi osservando che Il[L", V, IP) si esprime con i 
coefficienti di R{U', V), i quali sono formati allo sletso modo con le coor- 
dinale (x, y,z)o con lo ombre (a , b, e), si avrà 




! 

B’ , 

C' 

P) 

Ii(U', V, U'")=n 

A ’ , 

B’ , 

c 



A" , 

B” , 

cr 


il simbolo II estendendosi a tutte le n'n’»" combinazioni delle terne di 
ombre (A\ B\ C ) , (A", B", C ") , (A”, B", C). 

La forma R{U', V",IP) è rispettivamente dei gradi nV, n"»', n'n" nei 
coefficienti dello forme V, V", IP\ essa è un combinante del sistema delle 
forme ( U V, IP), e si dirà la loro risultante. 

Se le forme proposte sono rappresentate da gruppi g ^ , , g_. di cle- 

menti il si avrà immediatamente 



X' , 1" , 

Z' 1 

R(v, ir, ir)- ii 

-V*. r. 

Z" 


X" , r , 

Z" 


il simbolo TI estendendosi a tutte le n’n’n"' combinazioni di ciascun ele- 
mento di g^ con ciascun elemento di g . o con ciascun elomento di g *. 

Segue evidentemente dalle cose dette che il discriminante di una forma 
U del grado n è del grado 3{n — 1)* nei suoi coefficienti. 
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3. Sistemi armonici dei diversi ordini; ordine e classe delle forme. 
Essendo S, il sistema determinato dalla forma ternaria U del grado n, 
riprendiamo l’equazione 

[V, n)=S* V,+ fli-t-T^r'VejOj-t-.... : 

• ■ ■ • + n w ~* v i + f 1 ®i v, r + w v, = o . 

che determina rispetto alla coppia fondamentale (a,,») ) il gruppo G * degli 
n clementi ® comuni ad S„ ed fi; ponendo l’una o l’altra delle condi- 
zioni ©'(^=0, Q' i U i = 0, nella prima delle quali si riguarda come 
dato <i' ( , c nella seconda come dato ® , si ha ’) il gruppo G^ degli elementi 
armonici a.’, d’ordine r di o il gruppo G. degli elementi armonici 
ir, d’ordine s di ® , rispetto al gruppo G ; variando quindi CI, rimanendo 
(Isso a. o ® ( , l’equazione @ r U = 0, o ©,’G =0, determinerà il sistema 
S r , t dei gruppi G r ,,, o il sistema S,., dei gruppi G„, ; si diranno ed 
S , . , i sistemi armonici d'ordine r o s di «. o x rispetto al sistema S„. 

Se red * sono complementari rispetto ad n, cioè se r-|-s=n, essendo 
allora identicamente ©'(/=©]£/ si avrà la proprietà: se r ed s sono 
complementari rispetto ad n , ed x, appartiene al sistema armonico d'ordine 
r di rispetto al sistema S., apparterrà x. al sistema armonico d'ordine s 
di x, rispetto al medesimo sistema S,: in altri termini a», , o pure x, , ap- 
parterrà a tutti i sistemi S..,, o pure S,.,, corrispondenti ai diversi ele- 
menti a di S r i , o puro ai diversi elementi a>, di S,.;. 

Il sistema S,.. armonico d’ordine r di x, rispetto ad S_ essendo deter- 
minato dall’equazione ®'~ r U— 0, il sistema armonico d’ordine s di or 
rispetto ad S,., sarà dato dall'equazione ©’“' ( ® G) = ®" - ' U=0, la 
quale determina ancora il sistema armonico d'ordine s di ov rispetto ad 
S„; adunque se S,., è il sistema armonico d’ordine r di co_ rispetto ad S., 
supposto s <r, il sistema armonico d'ordine s di co rispetto ad S„ «irà an- 
che il sistema armonico d’ordine s di a, rispetto ad S,,,. 

Essendo ©'''G=0, e @^"'ò T =0 le equazioni che determinano i si- 
stemi S ... ed S,., armonici d’ordine r ed s di x d ed x d rispetto ad S^, i 
sistemi armonici d’ordine r-t-s — n di rispetto ad S r-i e di «, rispetto 
ad S saranno dati rispettivamente dalle equazioni ©7~'©“~'f/=0, c 

’) Memoria prima tulle forme binarie di grado qualunque. Alli dell' Acuii. Voi. 11. 
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i e q„ a ]i non differiscono Ira loro, poiché 0 © =©0 ; 
adunque se S,., ed S,., sono rispettivamente i sistemi armonici degli ordini 
r ed s di a>' ed a>. rispetto ad S_, il sistema armonico d'ordine r+s — n di 
as, rispetto ad S,„ coinciderà col sistema armonico dello stesso ordine r-l-s — n 
di ai. rispettò ad S,„ . 

Se l’elemento ai, è multiplo d’ordine m nel sistema S., l'equazione 
©"“"" ’U—O sarà verificata identicamente qualunque sia a), avverrà quindi 
lo stesso per l'equazione &" m ' U)=0 \ segue da 

ciò che l’elemenlo a>, sarà multiplo d’ordine s — n-t-rn nel sistema S.„ 
determinalo da ©“ ’t'=0; adunque se un elemento a, è multiplo d'ordine 
m nel sistema S„ , esso sarà multiplo d’ordine s — n-t-m nel sistema S,„ ar- 
monico d’ordine s di un elemento qualunque a>, rispetto ad S . 1 gruppi g m 
e S+-..m degli elementi congiunti in ar ( , per S, e pcrS,.,, saranno determi- 
nati rispettivamente da ©” "U— 0, e da ©’'"(©""’L')=©'“’(©'"*l/)=0, 
sicché g_^, m sarà il sistema armonico d'ordine s — n-Hn di a>, rispetto a 
g„; questo sistema rimane lo stesso per tulli gli clementi ®. di un ele- 
mento £ì appartenente ad oj. . Inoltre, se un elemento Cl del gruppo g„ 
è multiplo d'ordine n, per ogni elemento di fi sarà verificaia iden- 
ticamente l’equazione 0^* M ‘‘(©,”““6 T )=O| qualunque sia ®, avverrà 
quindi lo stesso per l'equazione 

a;- , “ , e;-(e;-P)=e^e;-' , '(e;— C)=0, 

sicché £1 sarà elemento multiplo d'ordine s — n-t-p nel gruppo j Mil . 

Iti tenendo la stessa supposizione riguardo alla multiplicitàdi «, l'equa- 
zione ©’*" ’U— 0 sarà verificaia identicamente qualunque sia a:, avverrà 
quindi lo stesso per l'equazione ©'""'’(©' ' l/) = 0, sicché sarà anche 
elemento multiplo d'ordine m nel sistema S,„ determinato da 0” _ 'l/=O; 
inoltre il gruppo degli elementi congiunti nell’elemento multiplo ®, , 
tanto per S „ quanto per S,„, sarà uno stesso gruppo g m determinato dal- 
l’equazione ©; “L’=©;'";0; 't;j=O, adunque se un elemento ®, è mul- 
tiplo d'ordine in nel sistema S_ , esso sarà multiplo dello stesso ordine , e con 
lo stesso gruppo di elementi congiunti , nel sistema S, , armonico d’ordine r 
di ®. rispetto ad S . Per r=m, S„. si riduce al gruppo g. degli clementi 
fi congiunti ad in ®_: per — 1, l'equazione G"~'U= 0 sarà sod- 

disfalla identicamente, sicché i sistemi armonici , d’ordine inferiore ad 
m, di ®' rispetto ad S, saranno indeterminati. 
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Finalmente, se nel sistema l’elemento è multiplo d'ordine v, 
si avrà identicamente, qualunque sia », 

e;-"(er't')=er r (e;--f/) = 0 , 

e quindi sarà l’elemento dì, multiplo d'ordine v nel sistema 
adunque se il tislema armonico d'ordine r di », rispetto ad S. ha V elemento 
», multiplo <f ordine v, il tislema ormonico d'ordine n — r-t-v — 1 di », ri- 
spetto od S, avrà F elemento », nnc/ic multiplo d'ordine v. 

Essendo il sistema armonico di 1” ordine di un elemento », di U l'e- 
lemento il congiunto ad U in », , se il dovesse appartenere ad un ele- 
mento »,, sarebbe », uno degli elementi comuni ad V e &,U, sicché indi- 
cando con N il numero di questi elementi il congiunti ad U ed apparte- 
nenti ad », sarà in generale iV=n(n — 1}; si osservi però che se U ha un 
elemento », multiplo d’ordine m, e col gruppo degli elementi congiunti 
dotato di un elemento il; multiplo d'ordine fi, avrà 0 , U l'elemento 
», multiplo d’ordine m — 1 , e nel gruppo g^., dei suoi elementi con- 
giunti sarà l'elemento il, multiplo d’ordine p — 1 , sicché », conterà per 
m(m — 1)4-fi — 1 tra gli clementi comuni ad U e @,U, e poiché »,». non 
si riguarda propriamente cume elemento congiunto di U in , il sud- 
detto numero N diverrà in tal caso N = n(n — 1) — m(m — 1) — ( p — 1). 
Segue da ciò che indicando rispettivamente con lesi numeri degli 
clementi duppii ordinarii e degli elementi doppii stazionari! di U { se mai 
li abbia), il numero N degli elementi congiunti fi di U appartenenti ad 
un elemento arbitrario » sarà iV=n(n — 1) — 23 — 3*. Paragonando 
questi diversi valori di N si vedrà che un elemento multiplo d’ordine m 
con f* elementi congiunti coincidenti produce nel valore generale di N 
la stessa diminuzione che vi apportano — ^ — — — (fi — 1) elementi doppii 
ordinarii, e (p — 1) elementi doppii stazionaria 

Se », è un elemento di U multiplo d’ordine m, osservando che esso è 
anche per 0, U multiplo d'ordine m, e con gli stessi elementi congiunti, 
sarà il numero degli altri elementi congiunti di li appartenenti ad », es- 
presso da iV = n{n — 1) — m(m-t-l), e se inoltre U ha 3 elementi doppii 
ordinarii, e x elementi doppii stazionari!, si avrà 

A’,= n(n — 1) — m(m-t-l) — 23 — 3x . 

Siano U ed u due forme congiunte , rispettivamente dei gradi n ed .V 

3 
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tra le variabili (»,y, s) e d (X,Y,Z)-, si diranno n cd N l'ordine e la elatse 
del sistema (U,u)\ l'ordine indica il numero degli elementi « di V ap- 
partenenti ad un elemento £1, e la classe ìndica il numero degli ele- 
menti £1 di u appartenenti ad un elemento »; dinotando con i ex i nu- 
meri degli elementi a> doppii ordinarli, e d oppi t stazionarli di U, e con 
A e K i numeri degli elementi £1 doppii ordinarli (clementi doppiamente 
congiunti di U) e doppii stazionari! (elementi congiunti d'inflessiono di U) 
di u, si avranno per le cose dette le relazioni 

(!) , (2) n=.N(N — 1)— 24— 3 k . 

Si perviene ad un'altra relazione tra i numeri (n,S, x;lV, A , K) con 
le considerazioni seguenti. 

La forma U di grado n contenendo coefficienti (quante sono 

le partizioni (*,/3,y) dell’esponente n) essa può essere assoggettata ad 
(n-i-t)(n+2) — j_n(fM-3) condizioni; ora per ogni elemento doppio or- 

dinario che la forma dovesse avere si ha già (come è facile vedere) una 
condizione , e per ogni elemento doppio stazionario si hanno due condi- 
zioni, sicché la forma U che debba essere dotata di 5 e x clementi doppii, 

ordinarli c stazionarli, potrà essere inoltre assoggettata ad^^— S— 2* 
condizioni : similmente la forma congiunta « potrà essere assoggettata 
ad — — - — A — 2K condizioni; adunque osservando che data U resta 
determinata u, o viceversa, si avrà 

(3) 

Dalle equazioni (1), (2) e (3} si traggono le altre 

(4) n=3n(n— 2)-6i— 8« , (5) x=3Jf(W-2)— 6i~8K , 

«— K = 3(n-H0, 2('f-a)=(«-l¥){»4-W-9) . 

Dati tre dei numeri (n, S, *; N, A, K), per mezzo delle equazioni 
(1), (2) e (3) si ottengono gli altri tre; cosi per A o 3, allorché sono 
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dati (it,3,x) o (N,&, K) si hanno le formole 


4 = 1 n(n— 2)(s* — 9) — (2<f+3*)(n* — n— 6) 

(6) -+2<r(*-l)-)~ l) + 6*« , 

i = tJV(lV-ì)(ir-9)-(24+3K)(iV*-JV-6) 
+ J4(A-l) + -|-»(K_l) + 64* , 

come per K o x si hanno già le formole (4) c (5), c per N o n le formole 
(1) e (2). 

Nel caso generale di U, o pure di «, nel quale 3=0, ex=0, o puro 
A=0, o K =0, si avrà 

K = 3n(n — 2) , 4= ! »(«— 2)(n*— 9) , 

o pure 

*=3A'(JV— 2) , <f = 1 JV(N-2)(.V— 9) , 


e paragonando queste formole con le precedenti si vedrà il cambiamento 
che si produce in esse per ogni elemento doppio della forma, sia ordina- 
rio, sia stazionario. 

All’equazione (3) per mezzo di (1) e (2) può darsi la forma 


( 8 ) 




Il numero — — — — esprime il massimo numero di elementi doppii 
ai (tra ordinarli e stazionari!') che possa avere una forma U di grado n, 
senza decomporsi in forme di gradi inferiori; ed infatti supposto un al- 

___ J V f. | Q\ 

tro elemento doppio in U, gli 1+1 elementi doppii di t/ ed altri 

n — 3 suoi elementi arbitrarli, in tutto — — — — — elementi od, de- 
terminano una forma ternaria del grado n — 2 appartenente ad essi, la 
quale avrebbe con U 2 — — -+- 1 J -\-n — 3=n (n — 2) — 1— 1 ele- 

menti comuni, il che non può aver luogo, se la forma U non è composta 
da altre di grado inferiore. Adunque il primo membro dell'equazione (8) 



— So- 
dinola la differenza tra il numero possibile e V attuale degli elementi 
doppii di U ; analogamente pel secondo membro della stessa equazione 
rispetto alla forma congiunta u; la suddetta differenza dicesi il genere del 
sistema (U,u), c la sua considerazione, proposta da Clebscii, si riat- 
tacca alle più profonde ricerche nella teoria delle forme ternarie. 

4. Emananti puri e misti. La forma &~U rappresentata dal sistema 
armonico d'ordine n — m di un elemento ce, rispetto al sistema 
S., corrispondente alla forma U, si dice F emanante puro m~ di U ri- 
spetto ad (xj.y,,*,), o pure rispetto ad ai,. Ogni forma ternaria pura U 
di grado n ha quindi n — 1 emananti puri rispetto ad un elemento, cioè 
Q]U , ©)(/. . . Q'~'U, forme di 1° grado nei coefficienti di U, dei gradi 
1 , S...B — 1 rispetto ad (r,,y , , s,), e dei gradi n — 1 , n — 2.. .1, rispetto 
alle variabili (x, y, s). L'emanante d'ordine zero è la stessa forma U. 
Per l'emanante n"“ di U si ha 0’{/=l , 2 ...nU t , cioè tale emanante 
è una costante; gli emananti d’ordine superiore ad n sono poi eguali 
a zero. 

Se i numeri r ed » sono complementari rispetto ad n, si avrà 


(0 


n'U, H\U, 

1.2. ..r — 1.1. ..» 


1.2...rXl.i 




considerando un gruppo g , di elementi £ì condotti rispettivamente, ad 
arbitrio, per gli elementi « del gruppo G„ comune ad ce, oc, ed S„, ed 
estendendo la somma 2 a tutt'i prodotti delle combinazioni complemen- 
tari P(cc,£l,r) e P(w,i 1, s) tra le potenze P.ee.iì e P.® ; fl di ®, ed ®, ri- 
spetto ad r e ad s clementi £ì del gruppo g ,. 

Le coppie di elementi «, ed ®, che verificano l'equazione 


e{r,j)t/=»'eJf/=0 , 


si diranno appartenere all’ emanante misto di U corrispondente alla parti- 
tione (r, s) di n. 

Generalmente la forma ©)‘©^*. . . Sj^‘0 dicesi emanante misto di U 
rispetto ad ( », , ®, . . . «v_, ) di multiplìcilù n,, n. ponendo 

n,-t-n, . . , il sistema d’ordine n di elementi ®, deter- 

minalo da qucll'emanante misto, si diri sistema armonico d’ordine 
rispetto ad S„, relativo al gruppo di elementi (®,,®. • . . di multi- 
plicità (n, , n,. . Se i numeri n,,n,...n M _, sono eguali all’unilù 
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si indicherà ancora l'cmananlo misto più brevemente con &(jà — l)U. 
I gruppi di clementi («, ,®. . . . ® ) che verificano l'equazione 

si diranno appartenere all'emanantc misto di U corrispondente alla par- 
tizione (h, , n, ... n ) di n. 

Essendo U=[As+Bij-\-Cs)' ll =0, ed (•„ un gruppo qua- 

lunque Gp di elementi a>, si ponga 

si avrà pel coefficiente del termine dello sviluppo di U in cui gli espo- 
nenti di t corrispondono alla partizione (n,,n,. . .n^) di n, l'espressione 

T(n t . . . (Ax^+By^+Ci^ 

"i "g V 

» », . . . »,, v 

~ ’ 

osservando che in generale si ha 

o‘Uz=n( n— 1 ) . . . (n — »-*- 1 ) (Aij+ C*,), * (Ai -hDy-h Cs),..‘ . 

Si avrà dunque la relazione 

(3) 2 T(n„ b, . . . » M ) l ' t,*. . .»/= 0 , 

la somma £ estendendosi a tutte le partizioni (n,,n, ... n^J di n. 

Ciò posto; supponiamo da principio che la forma U sia rappresentata 
da un gruppo di elementi £1; per ciascuno di essi si avrà la relaziono 

« 1 P.» I n-M,P.u,n....-(-t M P.« / ,n=0 , 

sicché moltiplicando tra loro le n relazioni analoghe, corrispondenti ai 
diversi elementi di g si avrà evidentemente 

W 2 { 2 • P(“, n . »,) . ",) P(% o, j . . tjT= 0 , 

il primo 2 estendendosi a tutte le partizioni di n, ed il se- 
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condo 2, per ciascuna di queste partizioni, estendendosi a tutt'i pro- 
dotti delle combinazioni complementari, corrispondenti agli elementi 
(», , n,. . . n^} della partizione, delle potenze P.a>, 11 dei diversi elementi 
ai. di G^, rispetto ai diversi elementi £1 del gruppo g 

Dal paragone delle equazioni (3) e (4) si trae la relaziono 

(5) « (», ,n,.. .n l .)V= (»,) (» J . . . (*^) 2 P(“, n . *.) P(". a . * J • • • p (% n • • 

Supponiamo ora che V sia una forma qualunque di grado n; ponendo 
— — indicando con U. una forma ternaria rappresentata da un 
gruppo arbitrario g H , di clementi Cl. ., e con X, un coefficiente convene- 
volmente determinato, potrà sempre supporsi 

V— httj-f t l tl |1 ... + l 1 l/ r ...+hf, , 

e quindi osservando che 

e («,,», ... n l .)U='S, t \e(n,,n,...n l JU l , 

ponendo per compendio 

2 P K n . > n .) p K n , , — P (*v n , . ",J = P (G. . , 

si avrà 

(6) « (», , n, . ..nj V=[n,) (n.) . . . (»„) 2, \ P(C. , 3. .0 • 

Le relazioni (t) , (5) e (6) mostrano che ogni emanante della forma U 
6 un covariante di U. 

Per ottenere un gruppo (a,, a,. . .a,,) di elementi appartenenti all* e- 
manante misto ©(n, , n, ...n)0, si troverà il sistema S,_, . , armonico 
d’ordine n — n, di un elemento arbitrario a, rispetto ad S„, indi il si- 
stema armonico d’ordine n — n, — n. di un altro elemento ar- 
bitrario a, rispetto ad c cosi di seguito sino all'elemento arbi- 
trario a,,., di cui si troverà il sistema armonico d'ordine n ri- 
spetto al sistema precedente S, sarà rappresentazione 

dell'emanante misto ©'■©"*... G”" - ' G; gli elementi arbitrarli poi a,, 

I * fi— 1 ° 1 

a. ... a^_, ed un elemento qualunque a M del sistema S, apparter- 
ranno all' emanante misto ©(«,,»,... n,.)U. 
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Essendo 0_0 =0 , se il gruppo (®, . . .®^) appartiene all’ema- 

nante misto di U corrispondente alla partizione (n 4 , n, . . . n u ) di n, e 
sugl’indici 1 , 2 ... delle ® c delle n si esegue una stessa permutazione, 
il nuovo gruppo apparterrà ancora al nuovo emanante. 

Sia l'elemento ® 4 appartenente ad fi, determinato rispetto ad una 
coppia di elementi (®,,®,) di fi dal rapporto |:ri, vale a dire si abbia 

*»=?*,+<*, sr,=5»i+*y, . *,=5*,+**,, 

sarà ©"{/=(£©. -4- n©,)" £/. Variando ai, in fi, gli emananti 0” U co- 
stituiranno una serie semplice del grado m (rispetto alla variabile (j : n); il 
loro inviluppo, cioè la forma costituita dai gruppi di (n — m)’ elementi 
oi comuni a duo di quegli emananti consecutivi ©J' U, e che evidente- 
mente è congiunta con essi in ®, si otterrà eliminando {j:ri tra le due 
equazioni 

(7) , ((0,-f-xe )— '0^0=0 ; 

il risultato, che indicheremo con 6” U e chiameremo 1 emanante m” , 
di U rispetto all'elemento fi, sarà dol grado 2(m — 1) nei coefficienti di 
U, e del grado 2(n — m)(m — 1) in (x,y,s). Sia ® A uno degli elementi » 
in cui la forma 6~U è congiunta con l'emanante 07 U corrispondente 
ad una posiziono particolare di ®,; se ncll’equazioni (7) s’intendano 
poste per (x, y, s) le coordinale (.r 4 , p 4 , sj di a> A , si vedrà facilmente come 
quelle equazioni esprimano le condizioni alfinchò l’emanante © 7 "U, 0 
sia &~U t , sia congiunto con fi in ®, , sicché l’emanante m“" di U ri- 
spetto ad fi, cioè l’inviluppo degli emananti ®"U corrispondenti ai di- 
versi clementi ®, appartenenti ad 11, è costituito dagli elementi ® 4 , di 
cui gli emananti ©7 "U sono congiunti con fi 

Il risultato 9 " U dell’eliminazione di £:u tra le equazioni (7) espri- 
mendo la condizione affinchè l’emanante (n — m)"* di U rispetto ad ® 
sia congiunto con fi, non differirà 9 ' U dalla forma congiunta di tale 
emanante, sicché potrà esprimersi con le coordinate (.Y, Y, Z) di Ci, e 
sarà del grado m(m — 1) tra queste variabili, se quell’cmanante non ha 
elementi multipli. Per ogni coppia di elementi fi ed o> che verificano 
l'equazione 9"l/=0, mentre alla forma congiunta dell'emananlc (« — m)“" 
di U rispetto ad ® appartiene fi, ali'cmanante m"" di U rispetto ad fi 
apparterrà ®, sicché come l’emanante (n — m)“* di U rispetto ad ® 4 ò 
una forma costituita dagli elementi ® tali che ali'cmanante »»”’ di U ri- 
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spetto mi a' appartiene l'elemento x , , così la Torma congiunta dell’ema- 
nantc (n — m)“ di U rispetto ad è costituita dagli elementi £1 tali che 
all’ emanante m”‘ di U rispetto ad £ì appartiene anche l' elemento ® 4 . 

5. Armonizzanti. Consideriamo il più semplice degli emananti misti 
di V , elio corrisponde alla supposizione dei numeri n,, n,, ... tutti 
eguali all’unità, e quindi a quella di p—n. Indicando questo emanante 
con ©(n) U, sarà 

«(*)»= (*, l>.+y, D,+ 1 , 0 .) . . . (*, D.+ y, D,+ I),)... {z m D.+y.D r + z.DJU 

^ ^ D* d\ V , 


il primo 2 estendendosi a tulle le partizioni di n, ed il secondo 

2, per ciascuna di queste partizioni , estendendosi a tutt'i prodotti delle 
combinazioni complementari di * tra le x , di /3 tra le y, e di y tra le s r 
I gruppi di elementi (a), ...» ...®J che verificano l’equaziono ©{n)t/=0 
si diranno coniugali armonici rispetto ad IL 
Essendo 


indichiamo con 




9**’ 


u = i 


(») 

W(ftM 




la Torma che, eguagliala a zero, determina un gruppo G. di elementi 
,a>.) coniugati armonici rispetto ad U; poiché 




2(n’*Ji‘‘y J n 5 *J , 


(la somma 2 estendendosi a tutt'i prodotti dello combinazioni comple- 
mentari di x tra le x t , di /3 tra le j. e di y tra le ».), osservando che si ha 


if d\v 

t.2.3...n 




l'equazione (1) darà, perla condizione affinchè il gruppo determinato 
da u sia coniugato armonico rispetto ad U, la relazione 


( 2 ) 




Se tutti gli elementi del gTuppo (a;,...®,...®,) determinalo da u coin- 
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cidono con l'elemento ai, la condiziono affinchè quel gruppo sia coniugato 
armonico rispetto ad U equivale a dire che l’elemento ai appartenga ad U. 

Sia ora u una forma ternaria qualunque di grado n, rappresentata da 
un sistema d’ infiniti clementi £1; se l’equazione (2) formata con i coef- 
ficienti A D.C ed a b.c di U ed u è soddisfatta, si diranno le due for- 

* P ? * p Y 

me U ed « coniugale armoniche Ira loro. Indicando con (u t . »,), 
(» = + — - ) forme ternarie rappresentate da gruppi (G„.,...G...... 

G.,.) di elementi Cì coniugati armonici rispetto ad U, c con (A, ...A, ...A,) 
coefficienti arbilrarii, l'espressione più generale di una forma « coniu- 
gata armonica rispetto ad {/ sarà 

(3) a=A 1 s I .... + A,»,. ...-t-A,u, . 

Variando i coefficienti A, le forme u costituiranno una urie lineare 
(v — 1 ; ogni forma « della serie è armonica rispetto ad U. Più gene- 
ralmente, se è un gruppo di forme armoniche rispetto 

ad U , ogni forma u della serie (3) cosi generalizzata, sarà anche armo- 
nica rispetto ad U. Conoscendo una forma u armonica rispetto ad U, cd 
appartenente alla serie (v — 2)'’ , ' definita dal gruppo (u , . 
ogni forma u appartenente alla serie semplice definita dalla forma pro- 
posta unita ad u,, sarà una forma armonica rispetta ad U, appartenente 
alla serie (v — l)'’'" definita dal gruppo (u s ...u,. partendo dalla serie 
semplice delle forme armoniche rispetto ad U (nella quale ad ogni for- 
ma ii della serie appartengono gli elementi £1 che congiungono tra loro 
gli elementi ai di due gruppi coniugati armonici rispetto ad U) si deter- 
minerà quindi facilmente una forma armonica rispetto ad U, apparte- 
nente ad una serie multipla qualunque. 

Indicando con /({/,«) il primo membro dell’equazione (2) formato con 
i coefficienti di due forme ternarie U ed u dello stesso grado, l’una tra 
le variabili (a - , y, a) e l’ultra tra le variabili ( X , Y,Z), si dirà l’invariante 
/({/,») l' armonizzante del sistema (17, ti). In notazione simbolica sarà 

(4) I(U,H) = {Aa + Bb + Ccy„. 

Siano 

U‘ =(A'x+B'y±C'z)' , ed U" = (A’x+B’y hC’z)l 
due forme ternarie dello stesso grado ; ponendo 

;>' = A’X'+D’y^C'Z ' , p" ~ A"z l + Wij 1 -f C"z, 
q' — A * ( +B'y i + C'* y , ?" = A"x i +B’y i + C'z, 

4 
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ioriniamo le equazioni 

(£7’, n) = (p'?-f q'%)' M —0 , (£7". n) = ( J ,’' 4- 9 %);=0 ; 

se i gruppi G\ e G” determinati da fi in U ed IT sono *) coniugati armo- 
nici tra loro si avrà la condizione (r-|-a=.n) 

w(U', p*)v (-)' ^pW. p'Y=(pY-<i'p'Y. 

x , r , z r 

(5) = A', B’ , C' =0, 

A", IT, C‘ 

essendo (A, Y, Z) le coordinate di Lì. 

La forma tt [V, IT), di 1° grado nei coefficienti di U' e di li", e di grado 
n tra le variabili (A’, Y, Z) è un contravariante di grado n del sistema 
[V, IT), ed ogni suo elemento II determina in f/' ed U" due gruppi G' 
e G' di elementi <v coniugati armonici tra loro. Si dirà tc(£7', W) Y armo- 
ni zzante del sistema ([7 1 , U"). 

Se le due forme V, V s’ identificano con una stessa forma U , sarà, 
per n dispari, te identicamente nullo; per n pari sarà poi io un contra- 
variante di £7, ogni elemento fl del quale determina in U un gruppo G m 
di clementi ®, armonico con se stesso-, indicando allora con a[U ) la 
forma a cui si riduce i c(U’, V) , si dirà u>(£7) r armonistante di V. 

So la forma t c{U, V) è armonica rispetto ad un'altra forma U dello 
stesso grado, sarà per l'equazioni (4) e (5), (osservando che si ha in 
tal caso a=D'C — CB", b=C'A’—A'C, c=A'D—B'A") 

A , B , C " 

(6) l(U,w)= A', D 1 , C' =/(£?, £/', 17*) = 0 . 

4' , D’ , CT 

Essendo (li 1 , IT, IT) una terna di forme dello stesso grado n, (ie', 10 ’, te") 
gli armonizzanti di (tT, IT), (IT, IT), [lì, U'), e ( W, W, VV”) gli armoniz- 
zanti di (te", «e"), (ie", te'), (le',»’) (applicando tutto ciò che si è detto pre- 

*) Memoria prima tulle forme binarie di grado qualunque Alti dell'Accad. Voi. HI. 
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cedentemente alle forme ternarie tra lo variabili A’, V', Z), si avranno le 
relazioni 

/(£/', ir') = I(ir, ir”) = /;(/", ir") = /({/”, V\ W) , 

(7) /(«', w', ir”) = r(f/',0”,Cn 

w , =/(t7', fr.tf'jir, \v’--=i{ir,u\u m )i”. \v=nw,ir,tr)ir. 

L’invariante /( C/ 1 , £/”, £/*) di 1° grado nei coflìcienti delle tre forme IP, 
L w , IT, di uno stesso grado n, esprime col suo annullarsi, che il con- 
travariantc armonizzante di due qualunque delle tre forme proposte è 
una forma armonica rispetto alla terza forma; si dirà allora ( IT, IT, V") 
una terna di forme coniugale armoniche Ira loro, ed /(IP, U', IT) il loro 
armonizzante. Se due tra, o tutte e tre le forme proposte s’ idcntilìcano 
tra loro, l’invariante I si annullerà identicamente per n dispari; se poi 
si suppone n pari, e le tre forme (IP, V, IT) si identificano con una 
forma U, l’.invarianle 1(IP, V, IT), che indicheremo allora con I{U) e 
diremo l'armonizzante di U, sarà di 3° grado nei coefficienti di V; in tal 
caso s’identificheranno (ie\ ie”, te”) con una stessa forma ic, e (W, \V”, VV ') 
con /((/)(/; segue da ciò che se te è l’armonizzante di una forma di grado 
pari U, sarà viceversa 1{U)U l’armonizzante della forma ir. Allorché 
/(£/)= 0, l’armonizzante ir(t/) di li sarà una forma armonica rispetto 
ad £/; si dirà allora U una forma armonica con se stessa. 

G. Armonizzanti degli emananti, concomitanti associati, ed altri 
concomitanti. Considerando i diversi emananti puri di U rispetto ad un 
elemento », il contravariante armonizzante dell’(n — m)”" di essi (suppo- 
sto m pari) sarà un concomitante misto di U, di 2° grado nei coefficienti 
di V, del grado 2(n — ni) nelle variabili (.t, y, s), e del grado m nelle 
variabili (A', Y, Z); esso stabilisce una dipendenza tra gli elementi » ed 
tale che per ciascuna coppia (®, 11) che la verifica, il gruppo G„ de- 
terminato da H nel sistema armonico d’ordine pari m di » rispetto ad U 
è armonico con se stesso. Dando ad m i diversi valori pari compresi da 
n — 1 ad 1 , si avrà cosi una scala di concomitanti misti di L r (g!i armo- 
nizzanti misti degli emananti di U) lutti di 2° grado nei coefficienti di U, 
e rispettivamente nelle variabili (ir, y, s) ed ( X , K, Z) dei gradi 2,6, IO 
...2{n — 2)edn — 1 , n — 3.. .2,0 pure 4, 8, 12... 2(n— 2) ed n — 2, 
n — A...Ì, secondo che n è dispari o pari. L’ultimo di questi coqpomi- 
lanti esprime tra le variabili {.Y, Y, Z) la quadrica armonica (sistema 
armonico di 2° ordine) di » rispetto ad U. 
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Essendo V una forma ternaria di grado n, se di un elemento no si 
prende rispetto a questa forma Temananle (n — m)“", l’invariante armo- 
nizzante di questo emanante (supposto m pari) sarà un covariante di U, 
di 3° grado nei coefficienti di U, c del grado 3(n — m) nello variabili 
(x, p,*); per ciascun elemento a> di questo covariante il suo sistema ar- 
monico d’ordine pari m rispetto ad U è armonico con se stesso. Dando 
ad m i valori pari compresi da n — t ad 1 , si avrà cosi una scala di co- 
varianti di U (gli armonizzanti puri degli emananti di U) tutti di 3" grado 
nei coefficienti di U o dei gradi 3, 0 , 15, . . . 3(n — 2) , o pure 6 , 12, 
18 . . . 3(n — 2) nelle variabili (x, y , z) , secondo che n 6 dispari o pari. 
L'ultimo di questi covarianti, espresso da 


d’U 

d’V 

d'U 

dx‘ ’ 

dxdy ' 

di di 

i’U 

d’U 

d'U 

dydx ’ 

dy' ’ 

dydz 

d’U 

d’U 

d'U 

dzdx ' 

dzity ' 

di' 


si dice l’Ilessiano di U, ed il suo annullarsi esprime la condizione affin- 
chè la quadrica armonica di a rispetto ad U si riduca ad una coppia di 
elementi fi. 

Siano V, u due forme ternarie di grado pari n, ciascuna delle quali 
siano l'armonizzante dell’altra; considerando i diversi emananti puri di 
u rispetto ad un elemento fi, il covariante armonizzante dell’ (n — m)“" 
di essi (supposto m pari) sarà un concomitante misto di U, di 4° grado 
nei coefficienti di U, del grado 2(n — m) nelle variabili ( X,Y,Z ), o del 
grado m nelle variabili (x, y,z)\ per ciascuna coppia di elementi (fi,®) 
che lo annullano, il gruppo g.. determinato da ® nel sistema armonico 
d'ordine m di CI rispetto ad ti è armonico con se stesso. Dando ad m i 
valori n — 2, n — 4. ..2, si avrà cosi una scala di concomitanti misti di 
U (gli armonizzanti mieti degli emananti di u) tutti di 4° grado nei coef- 
ficienti di U, e rispettivamente nelle variabili (X,V,Z) ed (x, y, s) dei 
gradi 4, 8, 12 . . . 2{» — 2) ed n — 2, n — 4. . .2. L' ultimo di questi 
concomitanti esprime tra le variabili (x,p,z) la quadrica armonica di CI 
rispetto ad u. 

Se dcll’emanantc (n — m)"“ di Cì rispetto ad u si prende l'invariante 
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armonizzante (supposto m pari) si avrà un contravariantc di 11, di 6" 
grado nei coefficienti di U, c del grado 3(n— m) nelle variabili (A’, V, Z)\ 
per ciascun elentenlo fi di questo contravariantc, il suo sistema armo- 
nico d'ordine pari m rispetto ad u è armonico con se stesso. Dando ad m 
i valori n — 2, n — A. . .2, si avrà cosi una scala di contravarianti di U 
( gli armonizzanti puri degli emananti di u ) tulli di (>" grado nei coeffi- 
cienti di U, o dei gradi lì, 12, 1 8 ... 3 (» — 2) nelle variabili (X,Y,Z). 

Se di due elementi te’ ed si prendono rispetto ad U gli emananti 
(n — m}”', il contravarianle armonizzante di questi due emananti sarà 
un concomitante misto di U, di 2* grado nei coefficienti di U, del grado 
In — m) tra le coordinate si di »’ che di a>', e del grado m tra le coordi- 
nate di fi; per ciascuna terna di clementi (a!',»*, fi} appartenente a que- 
sto concomitante, i gruppi G' m e G' determinati da fi nei sistemi armo- 
nici d’ordine m di ai' cd ai' rispetto ad U sono coniugali armonici tra loro. 
La forma simbolica di questo concomitante sarà 

j x , r , z - 

; A', D', C' lA'x'+Dy+Cz')~{A’x'+BY+C\'CZ, 

I A", D\ C" 

ricordandosi d'identifìcarcdopolosviluppole quantità A',B' t C r ed A* BICI, 
corrispondenti alle diverso partizioni (*, j8, v) di n, con il coefficiente 
A* B> C , di U. Se ®' ed ai” coincidono con ai, ed m è pari , si avranno 
gli armonizzanti misti degli emananti di V. 

In modo analogo si procederebbe rispetto alla forma u, contravariantc 
armonizzante della forma di grado pari U. 

Se di tre clementi tu", ai" si prendono rispetto ad U gli emananti 
(n — tn) m \ l’invariante armonizzante di questi tre emananti sarà un co- 
variante misto di 11, di 3” grado nei cofficicnti di U, e del grado n — m 
tra le coordinate di ciascuno degli elementi a)',®',®”; per ciascuna terna 
di elementi («',<»", »") appartenente a questo covariante, i sistemi armo- 
nici d’ordine m di a rispetto ad Sformano un gruppo di tre sistemi 
coniugati armonici tra loro. La forma simbolica di questo covariante sarà 
A'.B 1 , c r 

A’,B\ C" (Ax-rB'y’+C‘z)^„(A‘x’->-ìi’f-t-C’z')\~ m 
A", ir, c"\ 

identificando dopo lo sviluppo le quantità AlB'^Cj, , AZBJC^, 
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corrispondenti alle diverse partizioni (a, p,y) di n, col coefficiente A m B t C r 
di V. Se coincidono con ®, ed m <> pari, ti avranno gli armoniz- 

zanti pori degli emananti di U. 

Siano V, » due Torme ternarie di grado pari n, armonizzanti Cuna 
dell’altra; se di due elementi « ed il si prendono gli emananti di uno 
stesso ordine in rispetto ad t/ ed u, l' invariante armonizzante di questi 
due emananti sarà un concomitante misto di U, di 3“ grado nei coeffi- 
cienti di U, c del grado (n — m} nelle variabili (x, y, s) ed [X,Y,Z)\ esso 
stabilisce una dipendenza tra gli clementi ® cd Cì, tale clic per ciascuna 
coppia clic la verifica, i sistemi armonici d'ordine m di « ed CI 

rispetto ad U ed u sono coniugati armonici tra loro. Dando ad m i valori 
4,2...n — 1, si avrà cosi [per n pari) un’altra scala di concomitanti 
Olisti di V (gli armoitinanli misti degli emananti del sistema iU , ni), tutti 
di 3” grado nei coefficienti di V, e dei gradi n — 4, » — 2... 4 nelle va- 
riabili (x,y,s) ed (X,Y,Z). Per l’ultimo di questi concomitanti, essendo 
(a>, Cl) una coppia di elementi che lo annullano, gli elementi armonici 
di 4° ordine di x ed il rispetto ad U ed il appartengono l'uno all'altro. 
La forma simbolica di questi concomitanti misti sarà 

(.la . Ub -+- Cc)„ [Ax CBy -4- (ci.V-- t J -t- cZ), m 

essendo ( A,D,C ) ed (a,à,c) le ombro die entrano nella formazione di U 
e di u. 

Consideriamo l'emanante misto di U , 0(n — m)U rispetto al gruppo 
degli elementi (®, supposto in pari, il contravariante 

armonizzante di questo emanatile sarà un concomitante misto di U , di 
2“ grado nei coefficienti di U, di 2° grado tra le coordinate di ciascuno 

degli elementi del gruppo G e del grado in tra le variabili [X,Y,Z)\ 

e l’invariante armonizzante dello stesso emanante sarà un covariante 
misto di U, di 3” grado nei coefficienti di U, e di 3" grado tra le mede- 
sime coordinate. Le espressioni simboliche di queste forme saranno ri- 
spettivamente 

X ¥ z |* 

(A’*.-*- B 'y, -t-C'iJtd'z, +B'y,-hC'i,)...(A'x l '_ m -!-B'y'_ m +C'Z'_J 
A , B , C , 

{A~x t -i-IÌ y,+ C"s,)(A"x,-j-B'y,-T-C'sJ...(/tX_.-'- C''K^ w -t-CX„.) , 

| A", B", C 
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; A' , fi' ,C' ~A'x,+D‘ V.+ C’ i,)(A' X, * fi' y,+ C' y j„_J 

j 4' , fi’, C" j(4'*,+ fl’j.+C's.XA'x. + C’y, , 

I ,4”, fi", , 

con la solita avvertenza d'identificare tra toro le umbre dopo lo sviluppo. 

Indicando con <t> un covariante di U , del grado x nei coefficienti di 
V , e del grado y nelle variabili, si considerino gli emananti (n — in)'“ 
e {» — p) m " di un elemento ® rispetto ad U ed a tf>; la risultante fl., di 
questi due emananti (loro contravariante combinante) sarò un concomi- 
tante misto di U, del grado n»+/i nei coefficienti di U, del grado 
m(v — p)-+-p(n — m ) tra le coordinate di a>, e del grado mp tra quelle 
di fi; per ogni coppia di elementi f«,fl) appartenente a questo conco- 
mitante, i gruppi G„e G„ determinati da XI nei sistemi armonici d'ordine 
m e p di se rispetto ad V ed a 'P hanno un elemento di comune. Gii n — t 
concomitanti R che cosi si ottengono dando ad m i diversi valori da I 
ad n — I , si diranno i concomitanti associati di < I>, d’ordine p, rispetto 
ad U. Se $ ù la stessa forma V , il p~ di questi concomitanti, che cor- 
risponde ad m=p, è chiaro che sarà nullo identicamente. 

Siano ora 4>', due covarianti di U, dei gradi nei coefficienti 
di V, c dei gradi y',y" nelle variabili; considerando gli emananti (n — m) m ~, 
(y‘ — f e (v' — (*')"' di un elemento oj rispetto ad U, «!>' c < t‘", la 
loro risultante ftyy (loro invariante combinante) sarà un covariante 
di L r del grado nei coefficienti di II, e del grado 

m(p'y’-+-y'p")-\-np'p '’ — 3mp'p" tra le coordinale di a>; per ogni ele- 
mento a> di questo covariante, i sistemi armonici d’ordine m , p' e p’ di 
a> rispetto ad U, e <!> avranno un elemento di comune. Dando ad m 
i diversi valori da 1 ad n — 1 , gli n — I covarianti che cosi si ottengono 
si diranno i covarianti associati del sistema ($', 4>’), d'ordine (i/, p") ri- 
spetto ad U. Se 4>' o <t>* coincide con U, il covariante associato corris- 
pondente ad m=p\ o ad m—p", sarà nullo identicamente; se poi < l>' e 
>I>" coincidono entrambi con U, sarà fi.,,' divisibile per U , ed il quo- 
ziente, del grado m(|x'-t-ju')-H*V — I nei coefficienti di U, e del grado 
n(mp'-\-mp' r -+-p'p ’' — 1) — 3mp' p" nello variabili darà per i diversi va- 
lori di m i covarianti associati d'ordine [p',p") di U rispetto allo stesso 
U\ se due tra i numeri n>, p', p" sono eguali tra loro, il covariate asso- 
ciato sarà nullo identicamente. Nell'ipotesi di n pari, una ricerca ana- 
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loga alla precedente si potrà stabilire, considerando invece di V il suo 
contravariante armonizzante, e supponendo che siano conlra- 

varianti di U. 

Indicando con U à ed U, i valori della forma U di grado pari n, per le 
coordinate di ai, ed ai,, si ponga 

I * , y , * P 

F—UU^U , — > i, , y, , », J=0, 

: * . », . », ; 


il contravariante, o l' invariante, armonizzante della forma F, conside- 
rata come funzione di [x,y,s), eguagliato a zero darà un’equazione di 
2”, o di 3° grado in X, in cui i moltiplicatori delle diverse potenze di X 
saranno concomitanti misti, o covarianti misti di U. Se poi si eliminano 
le variabili (x,y,s), (x<, y,, i t ), [x lt y , , s,-j tra le nove equazioni 


f-0. f =0, 

di dy 









il che corrisponde a cercare la terna di elementi ohe rende X 

un massimo o un minimo, l'equazione finale in X, che dà questi valori 
massimi o nomini, avrà per moltiplicatori delle diverse potenze di X al- 
trettanti invarianti di U. 

Le stesse considerazioni valgono ponendo per una funzione l! di grado 
3n, ed n pari, la relazione 

j * • » . * 

F— »"»”»)"{/ — ì! X. , y, , », 

*,• . », . */ I 

7. Forme sizigetiche ed involuzioni. Siano U, , t',, . U r più 
forme ternarie di grado n; ogni forma U determinata dall’equazione 

(1) U=k,U,+ k,U,...+k i U l ...+k,U r 



variando i rapporti tra i coefficienti k, si dirà forma sizigelica col sistema 
(£/,, V,. . . U.. . . U,)\ le forme V costituiscono una serie lineare (r — 1 
e si diranno tra loro in involuzione (r — l 'f 1 * di grado n. È chiaro che le 
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forme proposte U. appartengono all'involuzione; inoltre, prendendo 
convenientemente i valori dei coefficienti k it si può supporre che nell'e- 
quazione (f) le r forme 17, invece di esscro le forme primitive che deter- 
minano la data involuzione, siano r forme qualunque appartenenti alla 
stessa involuzione. 

Nell'equazione (1) entrano r — 1 rapporti arbitrarli tra i coefficienti k t , 
quindi ogni forma di un'involuzione (r — 1)''" può essere assogettata ad 
r — 1 condizioni, o dati r — 1 elementi di quella forma essa è del tutto 
determinata: osservando clic — Ttì-lj il numero dei coefficienti arbitrarli 
di una forma ternaria di grado n, se 1 ^ -- - <r — 1, le forme dell’invo- 

luzione saranno del lutto arbitrarie, quindi basterà considerare le invo- 
luzioni da r — 1=1, cioè dalla semplice, sino ad r — 1 = —"^^ — 1, o 
. . /s(n+3) ,\* 4 

sia sino alla f — — 1 ) . 

Se la forma 17. ha un elemento m!" a>, si avrà indipendentemente da 
a., 0"-l/,=O, quindi essendo 

(2) e" f/=«” 'if. + e/*' + e T ' t/. -f- «” > 

se l’elemento a è m fh per tutte le forme 17, , sarà anche nf' per la forma 
17; adunque se r forme di un'involuzione (r — ly 1 ’ hanno un elemento co- 
mune , di un ordine qualunque di mulliplicità , esso apparterrà con lo stesso 
ordine di mulliplicità a tutte le altre forme dell’ involuzione. 

S'intendano lo formo 17, distribuito in gruppi di r, , r,. . ,r, forme, sic- 
ché si abbia la relazione • .-t-r,=r , ed indichiamo con 17) , 

IT,. .1/' rispctlivamcnte una qualunque delle r,, r,...r f forme apparte- 
nenti a tali gruppi ; allora se U, If . . . W sono in involuzione (r, — 1) ,, “, 
{r,— 1 (r,,— l)* 1, con le forme 17], V... U’ , ogni forma in involuzione 

(p — if" con (IT, U'.-.W) sarà in involuzione [r — I ' con (17,, 17,... 17). 

Ponendo generalmente 

V, = (A,x + D.y+ C,x): =2 C, ( x’/ S , 

se L',U„ U,..,U, sono formo appartenenti ad un’involuzione (r— l/^sarà 





(3) A.,B,.C k . , . . . =0, 

• • • • • A~B^C n ; 

s 
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vale a dire saranno nulli tulli i determinanti d'ordine r-t-1 che si pos- 
sono trarre dalla suddetta matrice, la quale è formata da r-t-1 linee 
orizzontali e — — linee verticali, gli clementi di queste diverse 

linee verticali essendo i coefficienti delle forme 17, 17,, V, . . . U. corri- 
spondenti alle diverse partizioni («, p,y) di n. 

Sia 

u= { a + lY + cZ):=Z^aJ t c r X> r>Zr 

una forma coniugata armonica con ciascuna delle r forme 17 ; sarà 

(Ao4 .B 1 » + C iC ):=2 ( ^ ;j ^B lS C, y ..^,c r ==0, 

quindi se in questa equazione si pone successivamente i = l , 2...r, i 
risultati si sommano, dopo di averli moltiplicati rispettivamente per 
k t ...k r , e si osserva che per l'equazione (1) si ha 

à x B ( C r =k l A lI B, t C, r -i-k t A, I B, t C, r . . .-t-k r A rx B^C^ , 

verrà 

(4) Me + Bò+Ce):=2 ( -A j il 4 B 4 C r .e.à,e r =0 , 

vale a dire t< sarà coniugata armonica con U; adunque se una forma ( con - 
Iragrediente) è coniugata armonica con r forme (cogredienti) appartenenti 
ad un’involuzione (r — t f L ‘ l essa sarà coniugata armonica con tutte le altre 
forme appartenenti alla stessa involuzione. 

Supponiamo che la forma u sia il contravariante armonizzante della 
coppia di forme cogredienti (V, IT); se u è coniugata armonica con 17, 
sarà (17, , V, tT ) una terna di forme coniugate armoniche tra loro ; adun- 
que se una coppia di forme cogredienti costituisce con r forme cogredienti 
appartenenti ad un'involuzione (r — 1 Y’~ terne di forme coniugate armoni- 
che tra loro , essa costituirà ancora ima terna di forme coniugate armoniche 
tra loro con ogni altra forma appartenente alla stessa involuzione. 

Siccome ogni forma di grado n appartenente ad un'involuzione (r — ìy 1 ' 
contiene r — 1 parametri arbitrarli k, e la condizione affinchè una forma 
cogrediente V di grado n sia coniugata armonica con un'altra forma 
contragrcdicntc u dello stesso grado conduce ad una relazione lineare 
tra i coefficienti di 17, si avrà che l’involuzione (r — 1 ’f‘ di grado n è co- 
stituita da tutte le forme cogredienti di grado n , che sono coniugate armo- 
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nichecon——^ — r-|-l forme conlragredienti arbitrarie. In altri ter- 
mini /’ involuzione (r — di grado n è costituita da tutte le forme co- 
gredienti digrado n, che con — r-+- 1 coppie arbitrarie di forme 
cogredienti determinano terne di forme coniugate armoniche tra loro. 

Segue da ciò che tra le forme cogredienti in involuzione (r — i'f 1 ' 
quelle che sono coniugato armoniche con s forme conlragredienti arbi- 
trarie, o pure che determinano con s coppie di forme cogredienti arbi- 
trarie, terne di forme coniugate armoniche tra loro, apparterranno ad 
un'involuzione (r — s — \'f u . 

Se ..u-i, ,: i t sono forme coniugate armoniche con U , , U,... 

L\, tutte le forme U dell’involuzione (r— y'" determinata da (17„ U,...U,), 
saranno coniugate armoniche con («,, «... . tt .t..») ,1. come viceversa 

tutte le formo u dell’involuzione — r) determinata da (u, , u, 

. . .u.jx!i_ r „) saranno coniugalo armoniche con (£/,, U, ...U,); le forme 


« ed lì si diranno tra loro associate, adutlque tutte le forme di grado n in 
involuzione^— iy'“ sono coniugate armoniche con un sistema di — r+1 
forme associate. 

Nel caso speciale di r=="-” 4 - , tutte le forme U dell'involuzione prò- 

posta ^ — — — i j o di grado n saranno coniugate armoniche rispetto 

ad una forma u di grado n; indicando con a*btc t il determinante 

, ,, . „ , . (*)(?;('/) 
tratto dalla matrice 


d,„ C. y 
d„#,sC. r 


• A.. 


h C ^r' 


col tòglierò la linea verticale corrispondente alla partizione (*,0,r) di n, 
sarà 

(5) u=(aX+br+cZ);=2~^aJiC r X'Y*Zr. 

Prendendo l' s"’ emanante di U rispotto ad un elemento » , l’equazione 
(1) darà 

e i V=k l « i U.+k, e* tl,...+te>,..+l, e, V, , 
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la forma 0’ U sarà dunque sizigclica con le r forme ©'£/,, c quindi va- 
riando i rapporti tra i coefficienti A le forme Q'U saranno in involuzione 
(r — 1)'’'“; chiamando equianarmoniclie due involuzioni (r — 4 (dello 

stesso o di diverso grado)-quando ad ogni forma della prima involuzione, 
o di un' involuzione di multipl icità minore contenuta in essa, corrisponde 
una forma della seconda involuzione, o di un'involuzione di multiplicità 
minore contenuta in essa (in altri termini quando i coefficienti A nelle 
forine della prima involuzione sono espressioni lineari dei coefficienti k 
nelle forme della seconda involuzione , o in particolare sono ad essi 
eguali) si avrà la proprietà; se ili un elemento si prendono rispetto alle 
forme di un' involuzione ( r — 1 )' J ‘ le forme emananti dei diversi ordini, 
queste forme costituiranno involuzioni (r — t f" equiannrmoniclie. 

Se l’elemento <u è m rl ' per la forma V, esso dovrà verificare le - 
equazioni D*D*D* U—0 corrispondenti alle diverse partizioni (*,jì ,y) 
di m — 1, quindi tra le forme di un'involuzione (r — l f'" ve ne saranno 
di quelle dotate di clementi multipli d’ordine m, purché sia 


r-t-1 > 


m(m-t-l) 

I : 


questi elementi multipli si diranno gli elementi m' 1 ' dell'involuzione. So 

r-f-l="^” 4 ~~ il numero degli elementi M ' fc sarà determinato; i valori 

dei rapporti tra i coefficienti A, corrispondenti alle forme dell’involuzione 

dotate di clementi to'* saranno determinati da r tra le r-f-1 —"("fi' 1 ] 

£ 

equazioni che, supposto *-\-[i-\-y=m — 1 , sono racchiuse nel tipo 


(6) + 7 r =0 , 

dopo di aver posto in esse le coordinale di uno degli clementi aa che an- 
nullano i determinanti tratti dalla matrice 


Dioy.v, 


n»:t; 


Il n.o l r D\v, Il 

di r lince orizzontali ed r-t-1 lince verticali. Questi determinanti, di nu- 


Digitized by Google 


— 37 — 

mero sono formo del grado ( — l)(» — m-(-i) in (x,t/, :), 

le quali (per la teoria dell'eliminazione) *) hanno tutto in comune gli 
i — m-t-1}* elementi m?‘ dell’involuzione 

proposta ^"(”±1) — 2) di grado n. 

Se ?■= jj | C q Uaz j on j ^g\ sono jj numEro r _ c | a matrice pre- 

cedente dà un solo determinante del grado ra j n [x,y, s j ; 
adunque nn’ involuzione ^?L!5ì! — \ ) digrado n ita in/inili elementi 

m'' 1 appartenenti ad una forma del grado — m-t-1). 

Se r> ^ gli elementi m' J ‘ dell’involuzione sono indeterminati; 
allora considerando tra le forme (cogredien ti) dell’involuzione quello 

, . . , . m/m-t-i) 

clie sono coniugale armoniche con r ^ , 0 pure r — - 

forme contragrcdienti arbitrarie (0 in particolare quelle che contengono 
altrettanti elementi a arbitrarli ) siccome esse costituiscono un’involu- 
zione — o) j 0 p ure ^M (ro^-l) — g ra( j 0 n > ne j p r ; mo 

caso si avranno — I ) J { n — m-t-1)* elementi m*' 1 , 

c nel secondo infiniti clementi m rl ‘ appartenenti ad una forma del grado 
m(m-hi) , ^ 

— 2 ■■■(»— 

Se ad uno stesso sistema ternario appartengono m,, „ involu- 
zioni di grado n, rispettivamente (r, — 1 Y", [r , — 1 . .{r ^ — 1 f", con- 

siderando i sistemi di forme associate a quelle che determinano le date 
involuzioni, si vedrà che le forme (cogredienti) comuni alle medesime 
involuzioni saranno coniugate armoniche rispetto ad 


_ /"(»+3) _ . _ /n(»+3) _ , _ /nfn+3) . ,\ 

m ‘ \ 2 r ‘ m * \ 2 r. + i )...+*„{ -- V +lj=. 

forme conlragrcdionti di grado «, c quindi supposto s< , costi- 
tuiranno un'involuzione (n — *)'* di grado n. Allocchì 1 vi sarà 

una sola forma comune alle date involuzioni; cosi, per esempio, se ad 


’) Sa ili) » , Lettoni on higker Algebra, pag. 217. 
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unostessosistoma ternario appartengono”- 1 ^-^ involuzioni 


di grado », indicando con 


. 4 =(. i .Y + » i r + . 

la forma contragrediente con la quale sono coniugate armoniche tutte le 
forme di una qualunque di queste involuzioni, e con "j - - .A*B,C r il 
determinante tratto dalla matrice 


“.Ap c ,, 

«A**., 


“ > J' ■ /--■ / 


col togliere la linea verticale corrispondente alla partizione (a, p, y) di 
n, la forma comune alle proposte involuzioni sarà 


U^Ax + Dy+Ci^Z^^D^.x-f-.- 


Allorché a> — "y- le involuzioni proposte non ammettono in gene- 

rale forme comuni; le condizioni perchè ciò possa aver luogo si otten- 
gono eguagliando a zero i determinanti tratti dalla matrice 


«A.e'.r 

a M C iy 




supponendo che 


«, = (a, Jf-I- Y-t- c, Z); = £ 


(") 

(«)(?)(•/) 




rappresenti una qualunque delle forme assocciate a quelle che determi- 
nano le proposte involuzioni. 
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